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衝撃微分方程式の研究は、1960 年常微分方程式の分野で V. D. Mil’man および A. D. Myshkis 
の”On the stability of motion in the presence of impulses”,Siberian Math. J.1 に始まる。その後、
世界各地で研究がなされたが、1991 年 L. H. Erbe, H. I. Freedman, X. Z. Lin そして J. H. Wu らに
より “Comparison principles for impulsive parabolic equations with applications to models of 
single species growth” J. Austral Math. Soc.,Ser. B が発表され偏微分方程式の分野への拡大がなされ
た。現在、東欧を中心に研究がなされている。 
 隣接するゆっくりとした変化時間間隔と急激な変化の時間間隔を持った現象を数学的に定式化した
ものが衝撃微分方程式である。戦争や疫病などによる人口の急激な変化、急激な化学変化や、原子炉
の運転における制御など種々の例がある。そして、急激な変化に対応して導入された不連続性を衝撃
条件(impulsive condition) あるいは、衝撃制御（impulsive control）とよぶ。この制御は問題に応じ
有限回または無限回行われる。本学位論文では、衝撃条件をもった半線形放物型方程式の解の挙動に
ついて主として考察する。 
 第 1 章では、時間大域解の存在とその漸近挙動について論じる。 
 第 1 節では、常微分方程式の解に対し種々の衝撃条件をあたえ、その挙動を概観する。 
第 2 節では、発展方程式を取り上げ、制御時刻を既知として無限回の制御を行い、解の漸近挙動に
ついて考察する。反応項が有界とし、衝撃条件を与える関数に時間に関する適当な指数関数的な増大
を認める時、解は有界にとどまることを示す。また、反応項が線形増大度をもつとし、衝撃条件を与
 える関数に同様な増大を認める時、解も同様な性質を持つことが得られる。 
第 3 節では、半線形放物型方程式の初期値問題を取り扱う。反応項が非線形増大度をもち衝撃条件
が無いときには、解が爆発することが知られている場合である。制御時刻を既知として無限回の制御
を行う。各衝撃条件を与える関数のノルムは有界であるが各ノルムの積が制御時刻間隔によりその増
大度が抑えられているとき、解のノルムもまた制御時刻間隔による評価に従うことが得られる。さら
に、制御時間間隔の変化に従い解の有界性あるいは 0 への収束が従うことも得られる。 
第 4 節では、第 3 節で扱った方程式に初期値、及び境界値（ディリクレ条件）を付加した問題を取
り上げる。前節と類似の衝撃条件を課したとき、同様の結果が得られることが分かる。 
第 5 節では、改めて半線形放物型方程式の初期値問題を考える。反応項が非線形増大度を持つとき、
初期値の取り方により解が爆発したり、有界にとどまったりすることが知られている。このことに着
目し、爆発解がある値を取る時刻に制御を行うことにより有界な解に移行できることが示される。 
第 2 章では、有限回の制御を既知の時刻に行うときの爆発解の存在と爆発時刻を衝撃制御によりコ
ントロールすることを考える。 
第 1 節では、斉次 Robin 条件を持つ半線形放物型方程式に対する衝撃制御の効果について取り上げ
る。反応項が時間―空間的に一様に解についての非線形増大度を持つとき、衝撃条件の取り方により
爆発解が存在し、その爆発時刻が衝撃制御の取り方に従うことが得られる。 
第 2 節では、第 1 節と同様の問題を考えるが、反応項が空間的に一様であるが時間に依存した非線
形増大度を持つときを考える。既知の制御時刻における衝撃制御がその制御時刻に依存する場合の爆
発解を考察する。このとき爆発解の存在と爆発時刻の上下からの評価が得られる。 
第 3、4 節では、非斉次 Robin 条件を持つ半線形放物型方程式に対する衝撃制御の効果について取り
上げる。第１、2 節と類似の結果を得る。 
                                  
第 1 章（第 5 節を除く）、第 2 章の結果はすでに発表済みである。 
第 1，2 章では、有限時間内で爆発する解を時間大域解へと延長する、あるいは、爆発時刻そのもの
をコントロールするなど、衝撃制御の有効性に着目してきた。第 3 章では、衝撃制御の無効性に着目
する。つまり、衝撃制御を繰り返し行っても解が有限時間内で爆発する、あるいは、制御時間間隔が
限りなく小さくなることがあることを示す。問題の背景に原子炉の運転と欠損した制御棒による制御
を想定した。これらを半線形放物型方程式に対する境界値問題として定式化し、原子炉の制御を衝撃
制御の形で表現した。さらに、複雑化を避けるため周期境界値問題に置き換えて解析を行った。また
制御は解の最小値が一定値に達したときに行うこととした。 
第 1 節では、方程式の導出について概観する。 
第 2 節では、衝撃制御の有効性と無効性の意味を与える。そして、衝撃制御の無効性の存在につい
ての結果を紹介する。まず、衝撃制御を行った後にも解がＬ１ノルムの意味で増加することがあること
を示す。そして、無限回の制御を行っても解は有限時間内に爆発するか、あるいは制御時間がいくら
でも短くなるような制御が存在することを示す。 
第 3 節では、周期境界条件をもつ熱方程式の Green 関数について振りかえるとともに、有界変動関
数を初期値とする解の構成について述べる。 
第 4 節では、周期境界条件をもった半線形放物型方程式の解の構成を示す。 
第 5 節では、制御時間間隔と解の増大（解のＬ１ノルム）の評価のため必要となる解の最小値の評価
を行う。このため階段関数を初期値に持つ解の上からの評価を具体的な関数の形で提示した。 
第 6 節では、関係する比較定理を概観する。 
第 7 節では、爆発時刻の初期値に対する連続性について議論する。 
 衝撃制御の無効性に関しては、これまで研究対象となることはなく、本研究で初めて取り上げるも
のである。本研究では、有界変動関数を初期値とする非線形放物型方程式を取り扱う上で、Green 関
数を用いて解を表示するという古典的な方法を援用した。これにより、解の評価が直接的かつ初等的
に得られるようになることを強調しておきたい。 
 
 
 
 
 
 
 論文審査の結果の要旨 
 
 
 自己触媒的に温度が上昇する装置の温度を制御する方法の一つとして，ある一定の温度に達した時
点で冷却水を注入することが考えられる．瞬時に温度は低下するとし，これを非線型熱伝導方程式に
よってモデル化すれば，冷却水の注入時刻の列があり，その時刻に到達するごとに，新しい初期値を
与えると云う問題になる．このような種類の問題を衝撃微分方程式と呼ぶ．果たしてこのような制御
法により，装置を一定の温度内に止め続けていけるかどうかは最も基本的な問題である． 
 常微分方程式の場合には，衝撃制御の問題は古くからよく研究されていたが，２５年ほど前から偏
微分方程式の場合についての研究が行われるようになった．殆どの先行研究は，衝撃常微分方程式に
関して知られていることの偏微分方程式の場合への拡張にとどまってきた．本博士論文において，中
川清和は，常微分方程式および非線型放物型偏微分方程式に衝撃制御を加えた場合の解の振舞いを調
べ，有効な制御法と無効な制御法があることを示した． 
 特に，境界の近傍のみに冷却制御を行った場合には，制御が有効ではないこと，つまり，解が有限
時間で無限大に発散するか，冷却時刻の間隔を一定値以上に確保することが不可能な状況が起こり得
るような例を構成した．これを検証するために，中川は非線型熱伝導方程式の解の明示的な表示を用
いて爆発時刻の精密な評価を行った．それは，函数を無限次元空間の一点と捉える見方にとどまらず，
個々の函数の特徴をとらえる工夫が必要となるものである．空間次元は１であるが，原子炉の制御問
題を念頭においたこの研究は，さらなる精密化や一般化に値する独創性の高いものである． 
 本博士論文で示された結果は非常に斬新なものであり，衝撃微分方程式の研究の発展を促すものと
期待され，その寄与は大であると評価できる． 
 以上のように，本論文は著者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するこ
とを示している．したがって，中川清和提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認
める． 
